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\
(@ Licdo de Sintese:

C ) . .
N Exercicios Resolvidos

i\’O’\’—e'Q-

Apresenta-se, aqui, uma colec¢do de 38 exercicios resolvidos relacionados com a Licao de
Sintese. A sua fungdo ¢ a de levar os alunos, que eventualmente venham a frequentar o

seminario sinoptico correspondente a esta Licdo, a praticar os conhecimentos transmitidos.

Exercicio 1
2
Verifique que, se u=%(l+e1)eR®R2cC€2 e v=e +e,c R°®@AR’ = C/,, entdo u

(um paravector) ¢ idempotente e v € nilpotente.

Resoluciao
| 1 1
u’ =Z(1+e1)(1+e1)=2(1+2e1 +e12)=5(1+e1)=u

vi=(e +e,)(e +e,)=¢ +e,—e,+e, =0

Exercicio 2

Considere o vector a=8e, —e, € R* = C/,. Determine as respectivas componentes a, ¢ a,

em relagdo ao vector b=2e, +e, e R’ = C/,.

Resolucio
a, =(a-b)b" =(16—1)—2(2:1e)2 e, +3e,
18 -1

e,(2e +e,)=2e,(2¢ +e,)=2e —4e,

a, =(anb)b” :—‘2 |
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Exercicio 3

Verifique que C/, = Mat(2,R). Sugestdo: Considere as correspondéncias contidas na tabela

anexa.
Ce, Mat(2,R)
1 1 0
0 1
e, e, I 0 0 1
0 -1) (1 0
e, 0 1
-1 0
Resolucio

Basta verificar que as relagdes
2 _ 2 2
e =¢,=—¢,=1
se verificam com as respectivas imagens matriciais isomorfas. Por exemplo:

0 1)(0 1) (1 0

-1 o)\-1 o) |0 1)
Além disso, tem-se e e, =e,, como se pode verificar através de

1L 030 1)y (0 1

0 -1t o) -1 0)
Também e,e, =—e,, ja que

0 1)1 0) (0 1

1 oj)lo -1) (-1 0)
Um elemento genérico (i.e., um multivector) u € C/, sera isomorfo a

1 0 1 0 0 1 0 1
u=a+a+pfe,=a+ae +ae,+pfe,=a +a, +a, +p

0 1 0 -1 1 0 -1 0
(a+a a,+p
B an,-p a-q
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Exercicio 4

Calculeem C/,: u= exp(%el); v=exp(%e12].

Resolucao

A principal diferenga reside no facto de se ter €/ =1 ¢ e;, =—1. Vem entéo
U= exp(%elj = cosh%Jrel sinh% ~2.5092+2.3013¢, e ROR>

V4 V4 . T 2
V= exp(—elzj =cos—+e,sin—=e, e AR’
2 2 2

Exercicio 5

Verifique que a parte impar C/, =R* ndo constitui uma subalgebra de C/, .

Resolucao

Basta ter em consideragdo que C/, C/, — C/;,. Com efeito, tem-se

2
a,beR’ = ab=a-b+arbeROAR’=CY}.

Exercicio 6

Determine, em C/,, o resultado da opera¢do (de rotacdo) R(a):RaR que transforma

: n
acR’ > a’ eR’. Considere a=2e, +e, € R:cos(—elz)

Resolucao

Basta ter em consideragdo que

R =cos[%e12j=cos%+el2 sin%=—(1+e12), R=

Logo, vem sucessivamente

, 1 1
a :E(lJrelz)(Zel +e2)(1—e12):E(IJrelz)(%:1 —e,)=¢ —2e,.
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Trata-se, portanto, de uma rotagdo de 7/2 no sentido determinado por e ,. Com efeito, como

facilmente se verifica, tem-se a-a’=0. Uma forma mais expedita de calcular a’ consiste em

reconhecer que todos os vectores anti-comutam com o bivector unitario, pelo que

a'=RaR :Rza=exp(%e12ja=(cos%+e,2 sin%ja:eua:em@e1 +e,)=¢ —2e, .

Exercicio 7

Considere um operador linear g:R* — R? tal que, numa base ortonormada B ={e,,e,} de
R?, se tem g(e,)=4e, ¢ g(e,)=7e,, com 4,4, € R. Comece por mostrar que, se se fizer
c=e,, entio g(a)=Aa+(4 -4 )(a-c)c, aeR’. Para c=cos@f +sindf,, calcule a

matriz G = (g ; j) que representa o operador na nova base ortonormada B'={f,,f, }.

Resoluciao

Comecemos por notar que se pode escrever sucessivamente:

a=P (a)+P,(a) = ZAa=4P(a)+4,P,(a)

P(a)=(a-¢)e, P,(a)=(a-e,)e,

d(a)=9g(ae +a,e,)=a,9(e)+a,g(e,)=a e +a, e,
=P (a)+4,P,(a)

o(a)= 2, (a) [ 20— A.P.(a)]
=Aha+(4-4)P (a)

c=e, = [a(a)=Aat(i-A)a-c)e].

Basta, agora, ter em consideracio que

g,=19(f)).

Em particular, tem-se

f-9(f) =4 +(4 - 4)(f-¢)

f,-9(f))=(4 -4 )(f -¢)(f,c)
f,-9(f,)=(4 - 4)(f, ¢)(f, -c)
f,-9(f) =24 +(4-4)(f ¢)

a(f)=Af +(4-4)(f-c)e = {

a(f,)=AL+(4-4)(f,-¢c)c = {

Logo, vem
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o A cos’ @+ ,sin’ @ (A —A,)sinOcos b
(A -24)sin@cos@ A sin® O+, cos’ 0 )

Para 6 =0 recupera-se o caso inicial em que e, =f, e e, =1, :
0
G= 4 .
0 4,

Conclusdo: A forma da matriz G ¢ a mais simples possivel (i.e., tem a forma diagonal) no

referencial dos vectores proprios B ={e1, e2} do operador g (os valores diagonais sdo os

valores proprios).

Nota: Desde que o operador em questdo seja real e simétrico € possivel garantir que ele ¢é
diagonalizavel, que se verifica a relagdo de completude a=P, (a)+P2 (a) e ainda que todos
os valores proprios e vectores proprios sao reais. Se existem dois valores proprios distintos ¢
g(a)=4,a+(4 —4,)(a-c)c (operador uniaxial). Caso exista um unico valor proprio
Ay=74 =4, entdo é simplesmente g(a)=A,a (operador isotropico). A forma quadrética
O(r)=r-g(r), em que r=xe +x,e,, ¢ entdo simétrica. A curva Q=1 corresponde, no
referencial dos eixos principais (i.e., no referencial constituido pelos vectores proprios), a
equagdo A x; +A,x; =1. Os seguintes casos podem ocorrer: (i) um dos valores proprios é

nulo — as curvas resultantes sdo duas linhas rectas; (ii) um dos valores proprios ¢ negativo — a
curva resultante ¢ uma hipérbole; (iii) os dois valores proprios sdo positivos — a curva
resultante ¢ uma elipse (que se reduz ao caso particular de uma circunferéncia quando os dois
valores proprios sdo iguais). Note-se, por fim, que os dois valores proprios ndo podem ser

ambos negativos — a equagdo A,x; +A,x; =1 ndo teria, nesse caso, qualquer solugio com

x,x, eR.

Exercicio 8
Mostre que o corpo C ndo pode ser ordenado. Sugestdo: Um corpo F pode ser ordenado se
existir um subconjunto P [F tal que (i) 0 ¢ P, (i1) para todos os a €I, tais que a#0, ou

aeP ou agP, (iii) a+beP e abeP, para quaisquer a,be P. Ao conjunto dos



6 Carlos R. Paiva

elementos de P ¢ costume dar o nome de numeros positivos. Escreve-se a >b quando
a-beP ¢ ainda a>b quando a—bePU{0}. Ao conjunto —P={-alaeP} da-se o

nome de conjunto dos niumeros negativos.

Resoluciao

Num corpo ordenado os numeros diferentes de zero (elemento neutro da adigdo) tém
quadrados positivos e a soma desses quadrados ¢, portanto, também positiva. Ora acontece
que em C aigualdade i* +1=0 também se escreve i’ +1° =0 o que significa que i* +1* ¢ P
(i.e., é falsa a desigualdade i’ +1* >0) sendo que, neste caso, tanto i #0 como 1% 0. Daqui

se infere que nao ¢ possivel estabelecer uma relagdo de ordem em C.

Exercicio 9

O anel de divisdo dos quaternides H nao é um corpo porque a operagao de multiplicagdo nao
¢ comutativa: e.g., k=ij# ji=—k. Porém, se ab=ba entdo exp(a)exp(b)=exp(a+b).
Contudo, exp(a)exp(b)=exp(a+b) ndo implica necessariamente que ab=ba como este

exercicio pretende mostrar: verifique que assim é para a=37i e b=4rj.

Resolucao

Facamos entdo a=37i e b=4rj. Neste caso tem-se ab=127"k e ba=-127k, ie.,
ab # ba . No entanto, como facilmente se verifica, tem-se exp(a)exp(b)=exp(a+b). Com
efeito, tem-se sucessivamente

exp(a)=exp(37i)=cos(37)+isin(37)=-1

exp(b)=exp(47zj)=cos(47z)+ jsin(47)=1

(3i+4/)" =(-1)" 5*

(3i+4))"" =(-1)" 5% (3i+4))
exp(a+b):exp[ﬂ(3i+4j):|zcos(Sﬂ)+%(3i+4j)sin(57r):—1

exp(a+b)=exp(a)exp(b).
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Exercicio 10
Verifique o isomorfismo C/, =Mat(2,C) usando as matrizes de Pauli como se indica na

tabela anexa.

C, Mat(Z,C)
1 1
e, e, e o,, 0,, O,

e23’ e317 e12 0-20-39 63617 0-10-2

€3 0,0,0;

Resolucao

Basta verificar as sequintes relagdes:

2 2 2
o, =0,=0,=1,

0,0, =—-0,0, =10,
0,0, =—0,0,=10,,

0,0,=-0,0,=10;.

2
Note-se, a propésito, que C/; =R®AR’ =H ja que

ce. M
e, i
e, J
e, k

qotiqs iq,+q,

_ . jeMat(2,(C).
14, —4q, 4,195

g=9q,+iq+jq,+tkgq, EH:%IH(%G]+q202+q363)=(
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Exercicio 11
Supondo que aAb =0, com a,b e R’, mostre que se pode escrever

b [ax(axb)]/\b |
anb

a

Resolucao
ax(axb)=(a-b)a—a’b
[ax(axb)]/\b =(a-b)(anb)

b [ax(axb)]/\b.
anb

a

Exercicio 12

Mostre que, em C/,, se tem axb=(be,)La para a,b e R’.

Resolucio

Fagamos uma demonstragdo usando uma perspectica algébrica, i.e., de manipulagdo das

componentes. Numa base ortonormada B, ={e,, e,, e, } , podemos escrever

a=ae +a,e,+a,e, 2
be,, =be,, +be, +be,c AR .
b=>be +b,e,+be,

Notando que se tem
e e, =—e,

€, 1€, =6€; €; 1€, =—¢€,

€ 1€, =¢€, €, 1€, =—¢ €; 1€;, =€

(exemplo: e, e, =e, (e3 /\e1) = (el '93)91 _(el -el)e3 =—e))
tira-se que

a_(be,)=(ae +a,e, +a,e;)(be,+b,e, +be,)
=(—a,b,e;+abe,)+(a,be,—a,be )+(—a,be,+ab,e)
=(a,b, —a,b,)e, +(a,b,—a;b )e, +(a,b —ab,)e, .

Por outro lado, vem

el e2 e3
axb=|a, a, a,|=(a,b,—ab,)e +(a,b—ab,)e,+(ab,—a,b)e,.
b b, b
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Daqui se infere que
a_ (beB) = —(axb) .
Logo, atendendo a que

ai(bey,)=—[(bey)La]
vem finalmente

axb=(be,,)La, QE.D.

Notemos que, s6 em C/,, ¢ que o dual de um vector € um bivector. O respectivo significado

geométrico € o que se indica nas figuras anexas.

b=-Fe,,

G

A c=axb=(be,,)La

Exercicio 13

Prove a regra fundamental da contrac¢do a esquerda

regra fundamental da

— |as(bac)=(a-b)c—(a-c)b

contrac¢do a esquerda
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onde a, b, ¢ sdo vectores.

Resolucao

Comecemos por definir o bivector F =b Ac. O que se pretende provar ¢ entdo que
a F=(a-b)c—(a-c)b.
Da defini¢ao de produto exterior
1
brc=—(bc—cb)
2
resulta que
1 1 1
a(bac)==a(bc—cb)=—(ab)c——(ac)b.
2 2 2
Logo, como
1
a~b=5(ab+ba) = ab=2(a-b)-ba

infere-se ainda que

a(bnac) :%[Z(a-b)—ba]c—%[Z(a-c)—ca}b
:[(a-b)c—(a-c)b}—%(bac—cab)
Por outro lado, tem-se

1 1 1
E(bac—cab) —Eb(ac)—zc(ab)

1

:5b|:2(a‘c)—ca]—%C[Z(a-b)—ba]

:[(a-c)b—(a.b)c]—%(bca—cba)
:[(a-c)b—(a-b)c]—%(bc—cb)a
=[(a.c)b—(a~b)c}—(b/\c)a

pelo que, apds substituir esta tltima expressao na anterior, se obtém

a(b/\c):[(a-b)c—(a-c)b]—[(a-c)b—(a-b)c:|+(b/\c)a

a(bac)-(bac)a=2(a-b)c—2(a-c)b.

Infere-se, deste modo, que

aF-Fa=2(a-b)c-2(a-c)b.
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Ao definir a contrac¢do a esquerda como
1

alF :E(aF—Fa)

tira-se entao que

as(bac)=(a-b)e—(a-c)b, QED.

Note-se que se define a contracgdo a direita como sendo
1
FLa :E(Fa—aF).

Imediatamente se infere desta definigdo que

FrLa=—a_F|.

Em geral tem-se entdo para a produto geométrico de um vector com um bivector

aF= %(aF—Fa) + %(aF+Fa)

a_F anF

resultado este que deve ser contrastado com o produto geométrico entre dois vectores

ab= %(ab+ba) + %(ab—ba) .

a-b anb
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Da regra fundamental da contrac¢do a esquerda resulta a seguinte decomposicao de um dado

vector

a=aFF'=(a_F)F' +(aAnF)F"'.
(a_F)

a a

I 1

Conclusdo: A componente a, ¢ a projecgdo de a emrelagdo a F enquanto que a componente

a, ¢arejeicdo de a emrelagdoa F.

Nota final: A regra fundamental da contrac¢do a esquerda ¢ a regra dual da conhecida

propriedade do produto externo
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Com efeito, tem-se a seguinte dualidade de Clifford

dualidade de anb= (aXb)em
Clifford axb=—(anb)e,,

Exercicio 14

Seja B, ={e,,e,,e,} abase canonica de R*. Faga os seguintes calculos em C/.

a)  Para o bivector F=3e, +e,, calcule F* ¢ F'.
Solugdo: F>=-10; F'=-0.3e,+0.1e,,.

b) Para o vector a=2e +3e,+7e, e o bivector F=4e,+5e,—e, calcule arF e
a_F.
Solucdo: anF=1le,,; asF=-47e +15e, +7e,.

¢) Calcule a projec¢do a, € a rejeicdo a, do vector a=3e +4e,+7e, em relagdo ao

bivector F=7e,, +e;.

Solugdo: a, =(auF)F ' =3e +4.9¢,+0.7¢,; a, =(aAF)F ' =-09e, +6.3e,.
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Exercicio 15

Sendo a,8€R e a,beR’, um multivector genérico da algebra geométrica C/ escreve-se

na forma u =a +a+be,,, + fe,,. Entdo o reverso ¢ o multivector it =a +a—be,, — e, €

. . ; — . — ~ _ 2
o conjugado de Clifford ¢ # =a—a—be,,, + Be,,,. Determine uw , uii, u"' e |u| :

Resolucao

Como o centro da algebra ¢ Z(Cl,) = R@B;\R3 = C, infere-se facilmente que

uit =(a’ - f* —a> +b*)+2(af-a-b)e,, € Z(Cl,),

uﬁ=(a2+,82+32+b2)+2(aa+ﬁb+axb)eR®R3.

Note-se, porém, que u i #uu ja que

iu =(a2+ﬂ2+a2+b2)+2(aa+ﬂb—axb)eR®R3
axb:%(uﬁ—ﬁu)e]W.

Tem-se ainda

uv=vu

- uv=vu
anti-automorfismos | — u,veCl,.

Finalmente, como uu =uwu e Z(Cl,), tem-se

u"l=%=( > z(a:a)t(ﬂ—b)em , uu ' =ulu=1.
a’—pB>—a’+b )+2(0¢,8—a~b)e123

Quanto 4 norma de u , vem

|u|2 =(uii), =a’+ B +a’ +b’.

Note-se, em particular, que

|ab|=(a-bJra/\b)(a-b—a/\b)=(a~b)2 —(anb)’ =|a~b|2 +|a/\b|2
=a’b’cos’ @ +a’b’sin’ @ =a’b’ =|a|” [b|’

em que 6 =<(a,b). Ou seja:

[ab[=|a[[b

- Ja-b|<[al b]. [anb|<[al b].
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Exercicio 16

Sendo a, b, ¢,d e C/, prove que
(aab)a(cad)=(a-d)(b-c)—(a-c)(b-d).
Sugestio: Use a propriedade da contracedo a esquerda
(urv)ow=u_(vaw)

vélida para u,v,we AR’.

Resoluciao

Se se usar a propriedade

(unv)aw=u1(vaw)

parau=a, v=b e w=cAd, vem imediatamete
(anb)a(end)=aa[ba(cad)].

Além disso, reconhecendo que b_s(cAd)eR’, podemos ainda escrever
(anb)a(end)=a[bai(cad)].

Por outro lado, pela regra fundamental da contracgdo a esquerda,
b_(cad)=(b-c)d—(b-d)c.

Logo, tem-se

(anb)o(end)=a[(b-e)a—(b-d)c]

(a-d)(b-c)—(a-c)(b-d)

Q.E.D.

Nota sobre a algebra exterior de Grassmann:

Carlos R. Paiva

A algebra exterior de Grassmann é uma élgebra estabelecida em R’ através do produto

exterior (embora, ao contrario da algebra de Gibbs, seja imediatamente extensivel a outras

dimensdes). Mais especificamente, no caso da 4lgebra exterior de R’ (que se designa por

AR?Y), trata-se da soma directa dos subespagos

2 3
AR =RO@R’®AR’®AR’

a que corresponde, portanto, a seguinte base
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base
de -
AR?

escalar 1
vectores e, e, e
bivectores e, Ae,, e, A€, € Ae,

trivectores e, Ae, Ae,

relativamente a uma base {ee,,e,;} de R’. Note-se que o produto exterior, sendo um

produto associativo (a algebra exterior de Grassmann ¢ uma algebra associativa — tal como a

algebra geométrica de Clifford), goza das seguintes propriedades basicas

propriedades do

produto exterior

IR e Ne =—€ Ne, [#]
e, ne =0

para i, j €{1,2}. Tal como C/, trata-se de uma algebra em que

dim(/\R3):1+3+3+1:23 =8.

Assim, também, escreve-se

= (), +(u), +(u), +{u), AR

e definem-se as seguintes involugdes

involugao de grau

reversao

conjugacao de Clifford

1= <u>0 _<u>1 +<u>2 _<u>3
= <u>0 +<u>1 _<u>2 _<u>3 :
U= <u>o _<u>1 _<u>2 +<u>3

Nestas condi¢des, sendo x,y e R’ e u,v,we AR’, define-se a contraccio a esquerda com

base nas seguintes trés propriedades

regras da

contraccao | —

a esquerda

() xaoy=x-y
(2) xa(uav)=(xou)v+ia(xav)|.

(3) (u/\v)_n w:u_l(\u w)

Neste exercicio utilizaram-se, apenas, a primera e a terceira propriedades. Note-se que, da

segunda regra e fazendo u=yeR’ e v=zeR’, se obtém a «regra fundamental da

contrac¢do a esquerda» x1(yAz)=(xoy)z-yo(xoz)=(x-y)z—(x-z)y (uma vez que

u=-y).
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Exercicio 17

Considere, no espago linear (ou vectorial) R’, a base ndo ortonormada B={f,f,.f,}

constituida pelos vectores

0 1
f=(1], f,=|0|, f,=
1 1

O = =

Na base canonica (ortonormada) B ={e, e, e,} um dado vector escreve-se na forma

a=3e —2e, +e, € R’. Determine as componentes desse vector na base 3.

Resolucio

Comecemos por verificar que B={f,f,,f,} &, efectivamente, uma base de R*. Tem-se, de

facto,
0 1 1

fAf,Af,={1 0 1l|e, =2e, #0.
1 10

A respectiva base dual (ou reciproca) serd entio B* = {f S S & } tal que

p__fnf, 1

= (—e,+e, +e )=l(—e +e,+e;)
fl A f2 A f3 2e123 23 31 12 2 1 2 3

f,Af 1 1
fP=—23"1 - e.—e, +e, )=—(e —e, +e
fl /\f2 /\f3 2e123 ( 23 31 12) 2( 1 2 3)
f AL 1 1
fP=—12 = e.+e. —e. )=—(e +e,—e
fl /\fz /\f3 2e123 ( 23 31 12) 2( 1 2 3)

uma vez que

fAf,=1 0 1 |=-e,;+e; +e,

f.Aaf,=|1 1 O0|=e;—e, +e,

fAf,={0 1 1]|=ey;+e, —e,

Com efeito, devera ter-se
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f(f,)=f"-f,=5, i je{l,23}.

A métrica ¢ dada por

| 3 -1 -1 2 11
-1 ij [y
G'=(g")=(f -ff):Z -1 3 -1| = G=(g,)=(f1)=[1 2 1
-1 -1 3 1 1 2
tendo-se, portanto,
convengdo dasoma | — f'=g"f, f =g 1.
Assim, como a métrica identifica vectores com formas-1, tem-se
a=da'f +da’f, +a'f, = af' +a,f* +a,f’
vector forma-1
em que
J—af = ant, Af] _
f, A f, AT,
componentes
pone B Y PLIAL AL/ S oy e T
«contravariantesy f, A f, AT,
Fmaf = anf Af, _
f, A f, AT,
J& agora, tem-se também
-1 1 1
1 g2 g3 1 1
f' Af Al = 5 I -1 1 em=5e123
1 -1
anfiaf’
Gt = e
componentes SN &
pol N azza-fzz%:4 = la=—f"+4f2+1].
«covariantes» 1N N
anf' Af’
R T

Exercicio 18
Numa base B ={f,,f,,f,} de R, um dado vector ae R’ escreve-se na forma
a=d'f =d'f +a’f,+a'f,.

Sendo g: R’ — R® uma fungdo anti-simétrica, mostre que
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funcao anti-simétrica ¢
— |g(a)=a_F

bivector caracteristico

2
em que F e AR ¢ o bivector

F—%f’ ~g(f =—[f1 AG(f)+12 Ag(f,)+1° Ag(ty) ]

que se designa, por essa razao, o bivector caracteristico da funcdo g.

Resolucio
Comecemos por notar que, se g: R’ - R’ é uma funcdo, entdo — por defini¢io de funcio
adjunta — tem-se
g(a)-b=a-g(b), Va,beR’
onde g ¢ a respectiva fungdo adjunta. No caso de uma fungdo simétrica ¢ g=g. No caso de
uma fungdo anti-simétrica ¢ g=—g. Logo, se g ¢ anti-simétrica, entdo
g(a)-b=-a-g(b), Va,beR’.
Da definicao do bivector caracteristico resulta imediatamente que
2(auF) =a_|[fi ~g( f)}
=(a-r')g(t,)~[a-9(f)]F
=g[(a-f')f, |+[g(a) £]f
=9(a)+9g(a)

=29( )

onde se utilizou a convencdo da soma, a regra fundamental da contraccdo a esquerda e a

definicao de fung¢do anti-simétrica.

Exercicio 19

Mostre que existe uma correspondéncia bijectiva entre vectores reais harmonicos no tempo e
vectores complexos. Analise a polarizacdo de um vector complexo. Explique como poderia
obter os eixos principais da elipse que, no caso geral, representa geometricamente um dado

vector complexo.
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Resolucio

Um vector real, harmoénico no tempo, ¢ um vector A (¢)e R’ fungdo do tempo ¢ € |—o0, o

que satisfaz a seguinte equacao diferencial
d’A

e +@*A=0.

A solugdo geral desta equacao pode ser escrita na forma

vectorreal — | A(7)=a, cos(wt)+a,sin(wr)

em que a,,a, € R’ sdo vectores reais e constantes. Note-se que se pode definir o periodo T

deste movimento harmoénio como sendo ( f =1/T ¢é a frequéncia, com @ =27xf")

periodo — T:2—7T:l

o f

ja que A(t—T)=A(t). Ao vector real e variavel no tempo A(r) corresponde um Gnico

vector complexo a e C’ constante se se fizer

A()=%R{ae ]

com

vector complexo — |a=a +ia,

em que a, = A(0) ¢ a, = A(7/4). Introduzindo, entdo, os vectores

¢, =a J(a Aa,)=a/a,—(a, -a,)a

a
c,=a,(a Ana,)=(a,-a,)a,—aa
infere-se que
¢,-A(t)=—(a, ra,) sin(w?)
¢, A(t)=(a, ra,) cos(wr)

donde se tira que

elipse — [cl-A(t)]2+[02'A(f)]2=(31/\az)4

Esta ¢ a equagdao de uma elipse que se encontra sobre o plano correspondente ao bivector

a Aa,.
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Conclusdo: Enquanto que o vector real A(t) se representa por uma seta, o vector complexo

a deve representar-se, no caso geral, por uma elipse orientada (i.e., onde se definiu um
sentido de percurso). O sentido de rotacdo, sobre a elipse, corresponde a orientagdo do

bivector a, Ana,.

Comentdrio: A elipse do vector complexo a corresponde a polariza¢do do vector real A(t)
que evolui, ao longo do tempo, no plano do bivector a, Aa,. Em termos da algebra
geométrica (de Clifford) podemos dizer que A(t)eR3 c C/, enquanto que

aeC’ c C®C/, (sendo, esta ultima, a complexificagio da algebra CV,).

Obviamente que existem, basicamente, dois tipos de polarizagdo: (i) PL (polarizagdo linear),

que corresponde a ter-se a, Aa, =0; (i1) PE (polarizacdo eliptica), que corresponde a ter-se
a, Ana, #0. Note-se que a PL corresponde a uma das seguintes situacdes: (i) a, |[a,; (ii)

a, =0 ou a,=0. O caso especial da PC (polarizacdo circular) corresponde a um caso

particular da PE. Com efeito, na PC deve ser constante | A(t)

. d
,1.e., E|A(t)|2 =0.

Mas entdo, como se tem
|A(r)|" =22 +(a? —a2)cos(2@r) +(a, -a, )sin (2w1),

infere-se que

% A(t)|2:0 = (af—ag)sin(2a)t):(al-az)cos(2a)t).

Logo, fazendo t=0, obtém-se a,-a, =0. Por outro lado, como a,-a, =0, infere-se que

a; —a; =0, ou seja, |a, |=]a,|.
Polarizacao Condigao
PL a na,=0
PE a na, =0

PC a -a, =0, |a1|:|az|
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Exemplos: Os vectores complexos

PCD — ﬁ—Teﬂe )eC® — R(t)=%[elcos(a)t)Jrezsin(oot)]eIR2
PCE — L=——(e,—ie,)eC’ — Lt \/7[9, cos(at)—e,sin(wt)]e R

ﬁ
correspondem, respectivamente, a uma PCD (polariza¢dao circular direita) e a uma PCE

(polarizagdo coircular esquerda) para propaga¢do ao longo de e, =e, Ae,. Fez-se, como ¢

obvio,

A

vectores complexos R e L sdo unitdrios no sentido em que

Ll =01 =1.

Podemos, agora, definir um novo vector complexo b e C’ tal que

b=e¢"a

b=b,+ib, =(cos@—isin6f)(a, +ia,)

b, cos@ sind [ a,
(sz - [—sin@ cos QJ(aZ]'
Note-se, para ja, que o vector real correspondente sera
B(t)=%R{be ™}
B(¢)=b, cos(wt)+b,sin(wt).
Porém, a elipse correspondente ao vector b complexo ¢ a mesma que a do vector a

complexo. Com efeito,
B(t)=% {b e*"’”’} =R {a e’ e*‘”} =a,cos(wt+0)+a,sin(wt+0).

Portanto, como

B(t):A(t+%j,
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apenas a fase na origem do tempo sofre uma alteragdo: nem a forma da elipse nem o seu
sentido de rotagdo sdo alterados. Podemos, agora, determinar o angulo € para o qual se tem
b, Lb,,ie, em que b,-b, =0, de forma a que b, e b, correspondam aos eixos principais

da elipse — obtendo-se, assim, a sua representacdo axial. Mas
|
b, -b, =cos(26)(a, -az)—asm(26’)(al2 —aj).

Logo

2(a,-a,) .

b, -b,=0 tan(260)=
b, = | tan(20) 2l

No caso particular em que a; =a;, é apenas 26 = /2 ou seja @ = 7/4, vindo entdo

1

ﬁ(a1 +a, )
. .
_ﬁ(al —a,)

Se acontecer que a,-a,=0,¢é =0 (i.e, b, =a, ¢ b, =a,). Assim, no caso geral, fixados os

b, =

|a1|:|az| =

vectores reais

a =xe +ye
| = X8 t)e,
~ = a ra,=(xy,-x)(e ne,)
a, =x,€, +),¢,

basta calcular o angulo € tal que

2(x1x2 +y1y2)

S e e

Os vectores procurados serao entao

bl =xe +ye,

— _ b, Ab, =(X,7,—X,),)(e Ae
b, =X,e, +y,¢, 1 ’ (1 ? ? 1)(1 2)

com

X, =X, cos @+ x, sin @

Y, =y,co80+ y,sinf I

— . = NN TNV =X, TN
X, =—Xx,sin@+x,cosf

Y, =—y,sin@+y,cosl

de modo que se tem

bivector da elipse — |b, Ab,=a, Aa,
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Elipse correspondente a um vector complexo

Nas duas figuras anexas representam-se, respectivamente, as duas elipses correspondentes aos

vectores complexos a=a, +ia, ¢ b=b, +ib, para os seguintes valores:

x =-2 x,=+1
(1) —> a1= s azz 5
y=-3 Y, =2
X, =+3 x,==2
(2) > a = ! , a,=| °
»=+2 Y, =+l

Elipse correspondente a um vector complexo

Atendendo a que
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b=e¢"%a, b'=¢"a"
vem bb" =aa", tendo-se ainda

aa"=a-a"+ana’
bb =b-b"+bAb"

Porém, notando que
2
a-a'=|a| =a +a]

b-b* =|b|" =b} +b’

ana =-2i(a Aa,)
bAb"=-2i(b, Ab,)

infere-se que
i}%{aa*}:|a|2 i}i{bb"‘}:|b|2

3{bb"}=-2(b, Ab,)

S{aa*} =—2(a, ra,)

Mas entdo, como bb* =aa”, vem
2 2 2 2
la|" =|b|"=b{+b3, a Aa,=b Ab,.

Nas duas figuras anexas apresenta-se uma interpretacdo geométrica destas relacdes.

a na,=b, Ab,

|a1/\a2|:|a1||a2|sin¢

LAILY
|b1/\b2|:|b,||b2|

= [ e
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Analogamente, vem
a’=aa=a-a =(312 —a§)+2i(al -a,)
b>=bb=b-b=b’ b’

Mas como, por outro lado, se tem

b’ =e*’a’

tira-se que

[ 7| =[a|=[ 07 0],

No caso da PC ¢ |b,|=|b, | e, portanto,

PC - b’ =|b’|=a"=[a’|=0

embora se tenha

PC — |a| =|b|" =2a}>0.

Polarizacao Condigao
PL ana =0
PE ana =0
PC a’=a-a=0

E possivel definir a polarizagdo de um vector complexo a através de um vector real p

ortogonal ao plano do bivector a, Aa, e tal que

polarizagdio — p(a) =i :(:* =2 :121 :(_2;2; eR’ = p(a*) = —p(a) :

O vector complexo conjugado a” =a, —ia, corresponde a mesma elipse de a=a, +ia, mas
com sentido de rotacdo contrdrio — dai que p(a*) =— p(a) . Note-se que: (i) na PL ¢
p(a)=0; (i) naPC¢ | p(a) | =1. Fazendo, por defini¢io,

p(a):|p(a)| = 0<p(a)<l.
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Polarizaciio Condicdo
PL p(a)=e(a)=0
PE p(a)<l, e(a)<l
PC pa)=e(a)=1

Note-se que, sendo ¥ qualquer angulo do quadrilatero cujas diagonais sdo os dois eixos

principais da elipse, vem sucessivamente

tan(£]:|b2|
2) |b]

_ _~ b xb, _ _ |b1||b2|_ b, |/|b,]
p(a)_p(b)_zbf+b§ = pla)=p(b)=2 b2 +b? _21+b§/b§
2tan(¥/2)

p(a)=sin¥|.

p(a)= 1+tan’ (\W/2)

A érea da elipse ¢ dada por A, com

2A
A:”|bl/\b2|:”|b1||b2|:%p(a)|a|2 = |p(a)= p
7|a|

Na figura anexa mostra-se a relacdo entre a elipse (orientada) do vector (complexo) a e o seu

correspondente vector (real) de polarizacdo p (a) .

p(a)
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Exemplos: Consideremos, novamente, os dois exemplos ja anteriormente considerados

PCD — R=——(e +ie,)

1
7
PCE — Ilzi(e1 ~ie,)

2

Nestes dois casos, vem entdo (como R-R =L-L =1)

Define-se, por fim, a elipticidade e(a) da elipse (i.e., 0 quociente entre 0 €iXxo menor € o eixo

maior) tal que (com 0<e(a)<1)

p(a)=%=smqf - e(a)zl‘ ;Eap)z(a)
cos(¥/2) R
e(a):m=tan( 1 J

Na figura anexa representa-se a elipticidade e em fungdo de p.

0.9~

0.7 b

0.6~ b

0.5~ b

elipticidade

0.4 b

0.3~ b

0.2 N

0.1~ b

0 \ \ \ \ I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

comprimento do vector de polarizacao
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Os vectores reais ¢ ortogonais b, =R{b} ¢ b, =3{b} também se podem obter através da

seguinte forma alternativa:

i
i)

Com efeito, tal como se viu anteriormente, €

b, =

bz — e—ZiHaZ

(af—a )+2z(a ‘a,)= 2’g(bz b;)

a’—a’=(b’—b?)cos(26 )
b ( 1 ) (26) = tan(20)= —2(? a22)
(b b2)51n 26’) a —a,

pelo que

‘ 2 i0 [1,2 12 i0 . |Z| "y
Jai =e'’\Jb> =¢’ w/bl—b2:z=|z|e’ eC .. =—=e"'

provando-se, deste modo, que — de acordo com a expressdo apresentada — também b e a

correspondem a mesma elipse orientada. Por outro lado, como se tem

b’=b-b=

isto significa que, efectivamente, vem

b* = (b, +ib,)(b, +ib,)=(b] =b3)+i (b,b, +b,b,)=(b] =b})+2i (b, -b,) e C

b’eR = |b,:b,=0

tal como deveria acontecer para os eixos principais da elipse, i.e., b, L b, .

Nota: Uma outra forma de calcular o angulo ¢ = <(a,, a,) ¢ a seguinte:

2(a,-a,) - cos¢— a, —a;

t 20)=
n(20) =" 2an][a]

tan(20) |.
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Comentério importante: Este processo de calcular o vector complexo b =b, +ib, a partir do
vector complexo a=a +ia, garante duas coisas: (1) que b,-b,=0; (ii)) que

b’>=b; -b; = | a’ | >0, 1.e., que se tem | b, | > | b, | . Deste modo podemos afirmar que

semi-eixo maior da elipse  — | b, | = ‘ \/? R|-2
[b|>[b.] > Ve
semi-eixo menor da elipse — | b, | = ‘ \/; 3 \/372

a

Exercicio 20
Nem todos os vectores complexos correspondem, fisicamente, a vectores reais harménicos no
tempo. E o caso, e.g., do vector de onda k para uma onda plana ndo uniforme a propagar-se

no ar. Analise esta situagdo e indique uma situagao que dé origem a este tipo de onda.

Resolucio

Como estamos a considerar propagacgao no ar deve ter-se

a
kK’=k-k=k;, koz?

em que
k=k, +ik, eC’.
Assim, vem

(k,+ik,) = (K =K} )+i (kk, +Kk,k )= (K} -Kk})+2i(k, -k,)=k;

ki -k =k;
Kk k,=0

o que significa que os vectores k, e Kk, sdo ortogonais (os planos de fase constante sdo
ortogonais aos planos de amplitude constante) e, ainda, que |k1 | > | k, | Podemos, portanto,
escrever k =k (¢) na forma paramétrica k = (ﬁl cosh ¢ +i Kk, sinh ¢)k0 . Para uma onda plana

€ monocromatica, vem

E(r,t)ziﬁ{ E,(r) e”“‘”}, E,(r)=E, ", exp(ik-r)=exp(ik, r)exp(-k,r)
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k, :|k1|=kocosh¢
ky =|k,|=k,sinh ¢

exp(ik-r)=exp(ik {)exp(—k,&)=exp(i k cos@r)exp(—k,sinOr)

B =k cosO=k,cosh¢cosd

- —
a =k, sin@ = k, sinh ¢ sin 6 exp(ik-r) =exp(ifr)exp(-ar)

A equagdo k' —k; =k, ¢ aequagido de uma hipérbole — tal como se indica na figura anexa. A
direc¢do longitudinal de propagacdo ¢ o eixo ¢ com uma constante de propagagdo
longitudinal &, =k,cosh¢. O eixo &, ortogonal a &, ¢ a direc¢do de atenuacdo transversal
k, =k,sinh¢. Ao longo da direccdo r de observacdo, a constante de propagagdo ¢ f ¢ a

constante de atenuacao ¢ o .

k, kg

Os planos de fase constante, que sdo paralelos ao bivector F, =Kk, e,,, € os planos de
amplitude constante, que sdo paralelos ao bivector F, =k, e,,, sdo mutuamente ortogonais

(ver figura anexa). Note-se que a direc¢do da velocidade de fase é Rl , tendo-se

@ - 0 - c r
vV o=—

Pk 1=kocosh¢ 1=cosh(/ﬁ
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plano - y =0

Apesar de ao vector complexo k ndo corresponder qualquer grandeza real harmonica no
tempo podemos representar este vector por uma elipse. O semi-eixo maior desta elipse ¢
k, =k,cosh¢ (a constante de propagacdo longitudinal) e o semi-eixo menor é k, =k, sinh ¢

(a constante de atenuagao transversal) — tal como se indica na figura anexa.

k, cosh ¢

A anterior decomposic¢do s6 € possivel quando o vector r se encontra no plano do bivector

k, Ak, . Em geral, porém, deve escrever-se (em coordenadas esféricas)

A

r=cosy(cos6’f(1 +sin0f(2)+sin;/(f(1 xﬁz)

ﬁl-rzgcosyzrcosycose

‘g“:rcose
4

=rsin@

ﬁz-rzfcosy:rcosysinﬁ

exp(ik-r)=exp(ik cosy )exp(—k,cosy &)
=exp (i k, cosy cos@r)exp(—k, cosy sin@r)
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—k 0 = k, cosh
f =k cosy cos & =k, cosh ¢ cos y cos & exp(ik-r)=exp(ifr)exp(-ar)|.

a =k, cosy sin@ =k, sinh ¢ cos y sin &
Assim, quando y =0, recupera-se a situagdo ja analisada. Porém, quando y=7x/2, ¢

A

r =k, xk, e, consequentemente, f=a =0: a onda plana ndo uniforme comporta-se, nesta

direcio ortogonal ao bivector k,Ak,, como uma onda de amplitude constante e,

simultaneamente, de fase (também) constante.

Uma onda ndo uniforme pode ocorrer numa situagdo de reflexdo interna total numa interface

plana entre dois meios dieléctricos sem perdas: um meio 1, de indice refrac¢do n,, € um meio

2, de indice de refrac¢do n, (com n, >n, ). A lei de Snell mostra que

n,sin @, = n, sin 6,

Entdo, a reflexdo interna total ocorre para 6, > 6, , em que o angulo critico @, ¢ tal que

. n
sinf, =—=+<1.
n

Para 6, > 6, alei de Snell revela que 6, € C, com
6="—ip. ¢>0.
2
Com efeito, vem sucessivamente
nsin@ =n,sinf, =n, sin(g—wj =n, cos(i@) =n,cosh¢>n,

sendo ¢ =0 apenas quando 6, = 6. . Note-se ainda que, no meio 2, a constante de propagacdo

¢ efectivamente da forma k =k, +ik, € C. Tem-se

B =nk,sin6b=n,k,sin6,b
6, <60. — |h=nk,cos6q
q=n,k,cos0,q
tal como se ilustra na figura anexa em que
p=k,-h
B=k, +h.
B=k —q
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q
n,k, sin 6,
< N
S D -
| N\
: k,
: 6, n,k, cos 6,
! q
& |
g . Ay,
:
1
0 0 E
ki k,, 1
h | mk,cos6,
:
[}
1
1
|
______________________ \4
1< & Y|
N N |
nk,sin g, nk,sin g,

B =nk,sin0 b =n,k,sin6, b =n,k, sin(g—m}} = n,k, cosh g b
6,260, — |h=nk,cos6q

q=n,k,cos6,q=n,k, cos(%—wﬁ}i:nzko sin(i¢)q=in,k,sinh¢ G

Portanto, no meio 2 e para 6, > 6., é (com b-q=0)

K, = n,k,coshg b

020 — Kk =k=k +ik, —
k, =n,k,sinh ¢ q

sendo, ainda,

K =k k=k>-K>=n2k2, k=2
C
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Exercicio 21

Usando a defini¢ao geométrica de determinante de um operador linear, mostre que
det(fg)=det(f)det(g).
Considere que f,g:R’ >R’ (ie., que podemos considerar que tanto f como g sdo

endomorfismos da algebra C/,).

Resolucao
Seja h:R* - R*:a+> b =h(a) um operador linear, i.c., tal que
h(za+pgb)=ah(a)+Bh(b), a,feR.
Através das duas generalizagdes seguintes (em que a, b, c e R?)
primeira generalizagdo h: /2\ R’ — /2\ R’ h (a A b) =h (a) Ah (b)
segunda generalizagdo h: /3\ R’ — /3\]1%3 h(aabac)=h(a)ah(b)ah(c)
e, admitindo que também se encontra definido o operador em R tal que
f:Ro>R:a f= f(a), entdo ¢ possivel generalizar h a um endomorfismo de C/,, i.e.,
tem-se
h:Clt, - Cl, :u|—>v=h(u).
Notando que o elemento (ou multivector) genérico de C/, tem a forma
u=a+a+be,, +fBe,, cROR’ BAR' ®AR® = CY,
podemos entao escrever
h(u)=h(a)+h(a)+h(be,,)+ Sh(e,, ) cROR DAR @ AR =CF,.

A definicao geométrica de determinante (i.e., a definicdo que ndo recorre ao calculo matricial)

estabelece que se tem

definicdo geométrica
—|h(e,;)=det(h)e,, |.

de determinante

Note-se que
e, =ee.e, =e e, Ae; = h(e,)=h(e ne,ne;)=h(e)ah(e,)ah(e,)

h(e,)Ah(e,)Ah(e;)=det(h)e,,,
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0 que significa que det(h) nos diz de que forma o volume elementar orientado e,,, se

transforma no volume orientado h(e, ) Ah(e,) Ah(e;).

h(e,)=det(h)e,,

Vejamos o caso concreto colocado por este exercicio. Admitamos que se tem
h(a)=(fg)(a)=(fg)(a)=f[g(a)].
Entao

h(e,,;)=det(h)e,,,
h(e,;)=(fg)(e) =f[g(e123 )] =det(g)f (e, )=det(g)det(f)e,,

det(fg) = det(f) det(g) ,Q.E.D.

Note-se que, um resultado desta definicdo geométrica de determinante, ¢ a definicdo de
funcdo inversa. A fun¢do adjunta h da fung¢do h define-se como segue

a-h(b)=h(a)-b, Va,beR’.

Demonstra-se entdo que, se F e /2\]1%3 .
det(h)Fe,; =h(e,;) F=h [em H(F)] :

Daqui se infere que, fazendo b=Fe,,,, vem

det(h)b=he,h(bey)] = hl(b):d;?h)ﬁ(be,;}) .

Desta escrita da fungdo inversa também resulta, imediatamente, que

h(be,,)=det(h)h™(b)e,,;.
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Podemos, entdo, caracterizar o endomorfismo de C/, como segue.

2 3
u=a+a+be,, + e, cROR'®AR’®AR’ =CY,

h(u)=h(a)+h(a)+det(h) i~ (b) e, + Adet(h) e, cROR DAR @ AR’ =CF,.

Exercicio 22

Sendo o, f€R e a,m, neR’ tais que m* =n’ =1, calcule o determinante da fungio

f(a)=ca+p(a-m)n.

Resolucao

Comecemos por calcular f(a Ab). Vem sucessivamente

pelo que, fazendo F=a Ab, se obtém entio
f(F)=a’F—a f(m_F)An.

Tendo em consideragdo que

m (3 AbA€) = (a-m) (b Ac)(b-m)(a nc)+(c-m)(a nb)
obtém-se, de forma andloga, que
f(anbac)=a’(anbac)+a’ B mi(arbnac)|an.
Assim, em particular, tem-se

f(ey)=a’ [a +,3(m-n)] €,

uma vez que

(moe)An=(m-n)e,,.

Logo, de

f(e)=det(f)e,,

infere-se finalmente que
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det(f):az[a+ﬁ’(m-n)] .

Apliquemos este resultado a fungdo dieléctrica uniaxial €(a)=¢ a +(6‘” -& i)(a~c)c em que

a,ceR’ e ¢’ =1. Vem entdo: det(g)=¢,¢;.

Exercicio 23

Um operador em R® (i.e., uma aplicagdo f: R’ — R’) é simétrico, i.e.,

a-f(b)=f(a)-b, VabeR’.

Um tal operador ¢ diagonalizavel, i.e., existe uma base ortonormada B, ={ee,,e,} de R’

constituida pelos respectivos vectores proprios. Prove, neste caso, o teorema de Cayley-

Hamilton: para a € R’ , tem-se

teorema de Cayley-Hamilton | — | f*(a)—a, f*(a)+a, f(a)-a,a=0

em que

A -, +a,A-a,=0

¢ o polindémio caracteristico do operador.

Resolucio

Comecemos por notar que, para a € R’ se tem

(a-e)e

(a-e,)e, = a=a +a,+a,.

(a-e,)e,

q
a,
a,

Por outro lado, é

f(el):}ﬁel
f(e,)=4.e,
f(ey)=4e,

em que A, A,, A, sdo os trés valores proprios (ndo necessariamente distintos) do operador f.

Em particular, tem-se
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a)=f[(a-e)e |=(a-e)f(e)=4(a-e)e =Aa,

:f[f a, }z&f a,) :21231

f(a)=f[f(a)]=4f(a)=A44,

de forma que o polindmio caracteristico

-, +aA-a,=0

se converte em

J=a'f(a)

Al=a'f’(a) = a'f'(a)-a,a'f(a)+aa'f(a)-a,=0

/113:a1’1f3(a,)

ou ainda

f(a)-a,f(a)+ f(a)-a,a =0.

Assim, tem-se

f'(a)-a,f (a)+ f(a)-a,a =0

f'(a,)-a,f’(a,)+ f(a,)—a,a,=0

f'(a,)—a,f*(a,)+, f(a,)—aa,=0

Porém, facilmente se verifica que

f(a)+f(a,)+f(ay)=

a=a +a,+a, = |[f’(a)+f(a,)+f(a,
f(a,)+f (a,)+f (a,)=
pelo que, finalmente, se obtém

f'(a)-a,f*(a)+a,f(a)-a,a=0,QED.

v\ /_h
Il
—h
NS}
—
1]
~

Note-se que se tem

(A=2)(A=4)(A=2) =2 = (h+ L+ 4) X+ (A + Ak + k) A= hhly =0

a, Q, 20

em que os invariantes o, &, &, sao dados por

a, =det(f)=4 4,4
a, 221/12""21}3"’12/13 .
a, =tr(f) =4 +4,+ 4
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Exercicio 24

Em electrostatica tem-se E=—-V® pelo que, para regides sem cargas eléctricas, se obtém a
equacdo de Laplace V°® =0. Determine a solugio geral desta equacdo em coordenadas
hiperbdlicas (u,v,B) admitindo que o potencial escalar @ s6 depende de u, i.e., que

obd 0D

ov 09

Em coordenadas hiperbdlicas, as coordenadas cartesianas rectangulares (x, y,z) sdo dadas
por

x =coshu cosv cos 4
y=coshu cosvsind.

z=sinhu sinv

Resolucao

O vector de posi¢do r em coordenadas curvilineas (u,,u,,u;) ¢ dado por

r=x'f+x°f, +x'f, =xf + 5, + 0, =ae +a,e, +ae; = xe +ye +ze,

coordenadas curvilineas coordenadas cartesianas

em que B={f,f,,f,} ¢umabasede R, B’ :{fl,fz,f3 } ¢ a correspondente base dual (ou

reciproca) e B, = {ex, €, ez} a base ortonormada em coordenadas cartesianas rectangulares.

Pretende-se determinar, portanto, a base ndo holénoma (i.e., ortonormada) correspondente as

coordenadas curvilineas em questao e que designaremos por BB = {e1 ,€,,e, } . Note-se que

e e e-e e- e 1 00
G=|e,-e e,-e, e-e =010

e,-e e;-e, e -e 0 0 1
tal como

ee e e e e 1 00
G,=|e e e e e-e =010

e.-e e -e e -e 0 0 1

Em geral, porém, tem-se

f-f f-f, f-f 1 0
f,-f, f,-f|#|0
f.-f, f,-f 00

G=|f,f
f,-f
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tal como
£l e 1 0 O
G'l=|f>f" 2.2 22020 1 0
£ .2 .1 0 0 1

Com efeito, por definicao,

A o, i=j
f'-f =06 = .
o0, i

No caso especifico das coordenadas hiperbodlicas em que

x =coshu cosv cos &
y =coshu cosvsin$

z =sinhu sinv
tem-se
r =coshu cosv (cosS e +sind ey)+sinhu sinve, .

Note-se que o plano =0 corresponde ao plano y =0. Neste plano as curvas u = constante

sdo tais que

x =coshu cosv x> 72
%

94=0|—> =1|<«| u = constante

+ =
z=sinhu sinv cosh’u  sinh’u

e correspondem, portanto, a elipses. As curvas v = constante, por sua vez, sdo tais que

x =coshu cosv X2 72

3=0|—> . . - -—————=1|<« | v=constante
z=sinhu sinv cos“vy sin“vy

e correspondem, portanto, a hipérboles.

Nestas condigdes, a base ndo holonoma 5={e,, e ,e,} ¢entdo constituida pelos vectores

u’ v

or . . .
f :6—:s1nhu cosv(cos.9 e +sind ey)+coshu sinve,
u

or . . .
f =a—=—coshu smv(cos&ex +sml9ey)+s1nhu cosve, .
\%

f, :ﬁ:coshu cosv(—sin&ex +cosde )
09 ’
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Facilmente se verifica que se trata de um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais, pois

f,-f =0
f,.f,=0.
f.f,=0

Os coeficientes métricos sao dados por

h, :|fu|:\/cosh2u—coszv :\/sinh2u+sin2v
h, :|fv|:\/cosh2u—coszv :\/sinh2u+sin2v

hy =|f3|:coshu cos v

de modo que o laplaciano assume a forma

) 1 [ o (nn oo I 5 oD
VO = —| = = —| coshu cosv —
hhhy| ou\ h, Ou coshu cosv(coshzu—cos2 v) ou Ou

uma vez que se admite, por hipdtese, que o potencial escalar @ s6 depende da variavel u .

Infere-se daqui que a equagdo de Laplace para o potencial electrostatico sera portanto

Vio=0 = 0 coshu cosva—q) =0
ou ou
donde se tira que

oDk 2k 2k

Ou coshu e +e* e™+1
u

d®=k,———du

e)+1

@(u):Atan_l(e”)+B .

Esta ¢, portanto, a fungdo potencial escalar mais geral que — em coordenadas hiperbolicas — ¢
possivel encontrar, desde que se admita que esta fungdo depende exclusivamente da

coordenada u .
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Exercicio 25
A impermeabilidade dieléctrica de um meio anisotropico nao-magnético uniaxial ¢é

caracterizada pela funcao

n(w)= e oL e

e M
em que a,ce R’ e ¢’ =1. Admita que, num sistema de coordenadas esféricas, o eixo dptico
do cristal ¢ dado por

c :sine(cosqﬁ e +sing ey)+c0st9ez.

Determine o correspondente elipséide de indices.

Resolucio
A impermeabilidade dieléctrica é a inversa da fun¢do dieléctrica, i.e., tem-se n=¢"'. O
elipsdide de indices ¢ a representacdo geométrica da forma quadratica associada a

impermeabilidade dieléctrica. Seja r=xe +ye +ze_ um ponto qualquer de R*. A forma
quadréatica Q(r) associada a impermeabilidade diléctrica serd entdo

O(r)=r-n(r).

Ou seja,

| forma quadratica | — | O(r) =Lr2 +(L—Lj(c-r)2

Note-se que, com efeito, se tem
Q(Ar)=2?0(r), AeR.

Portanto

1 1 1. 1 1 1. .
Q(x, y,z) = {—2+(—2——2J sin’ @ cos” 4 x’ +|:—2+ [—2——2] sin® @ sin’ 4 y?
nO o e o

; n, \n, n
(11 L,
+|—+| 5——|cos" @ |z
1 | . . .
+2| ——— |sin@[sin@sing cosg x y+cosf cosg xz+cosfsing yz |

a que corresponde o elipsoide de indices

elipsoide de indices | — Q(x, v, Z) =1].
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No entanto, o sistema de coordenadas (x, y,z) nao ¢ o melhor para a escrita deste elipsoide.

Basta considerar um novo sistema de coordenadas (f, )7,2) em que o eixo z esta alinhado

com o eixo Optico para simplificar consideravelmente a equagao do elipséide de indices: esta-

se, portanto, a escolher para ()T R )7,7) o referencial dos chamados eixos dieléctricos principais

no qual a forma quadratica ¢ diagonal, i.e.,

—2 2 —
0=0]>| 0 y.7)=222 +Z )
n n

o

Trata-se, portanto, de um elis6éide de revolucdo cujo eixo de simetria € precisamente o €ixo

z . Ao longo de z mede-se o indice extraordinario n, enquanto que, sobre o plano (f,)_/), se

mede o indice ordindrio n,. O caso em que n, =n, corresponde ao caso particular de um

material isotropico.

Define-se a impermeabilidade ao longo de uma direc¢do s € R*, com s* =1, como sendo

1 I 1
n, :s-n(s):n—2+ i (c-s)”.

; _ 2,02, .2 ./ ~
Definindo s =s. e +s.e +s.e ,com s, +s, +s; =1, vird entdo

N, =s.n(s)=nl—2+ %—% [sin2 9(cosz¢sf +sin2¢$s§)+cos2 s’

+2sind (sin@ sing cosg s, s, +cosf cosg s, s, +cosd sing sysz)].

Por exemplo, quando s =e_ vem

cos’@ sin’é
=t )

2 2
ne no

Exercicio 26

Sejam S e S dois referenciais de inércia e

ct ct

X R X .
X = eR", X=| _|eR

y y

N
N|
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dois acontecimentos, respectivamente, emS e S . Admitamos que a relacdo entre X e X ¢

linear e da forma

X=LX, LeMat(4R).

Definindo
1 0 0 0
diag(1,-1,-1,-1) 000
=da L= —1)=
g=aas 0 0 -1 0
0 0 0 -1

mostre que, de acordo com os dois postulados de Einstein da relatividade restrita, se tem

necessariamente

L'gL=g|.

Resolucao

Comecemos por recordar, aqui, a definicdo de referencial de inércia. Diz-se que um
referencial ¢ de inércia quando uma particula material continua o seu estado de movimento
(incluindo o de repouso) com velocidade constante, desde que nenhuma forca externa actue

sobre ela. Os dois postulados de Einstein da relatividade restrita sdo:

[P1] Todos os referenciais de inércia sdo equivalentes do ponto de vista da descrigdo das
leis da fisica (principio da relatividade).
[P2] A velocidade da luz (no vacuo) ¢ a mesma em todos os referenciais de inércia

(principio da constancia da velocidade da luz).

Assim, de acordo com P2, se a luz se propaga na forma de uma onda esférica

2 2 2 2.2 : S : :
X"+ y°+z =c’t noreferencial S, esta mesma onda ¢ vista, do ponto de vista do referencial

S, como X +y +z =c’t . Atendendo as definicdes do enunciado, podemos entio

€screver

_)S - CP-x=y'-2"=0 o> X'gX=0
S > J-x¥-3"-7"=0 - X'gX=0

A relagio entre X e X ¢é dada por
X=LX = X'=X'L", LeMat(4,R).

Assim, vem
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X'gX=0 = X'L'gLX=0
ou, introduzindo a matriz
G=L"gL,

podemos ainda reescrever

S o P-x-y'-22=0 > X'gx=0

P2|—|_ _ .
S > J1P-x"-y'-7°=0 - X'GX=0

Consideremos, agora, que se tem

1
u T
X = = X =(1 u v w)
v
w
pelo que

XTgX=(1 u v w) =1-u’ -V -w =0

|

[

o
T < =

u+vi+wt =1].

Como amatriz G = L" g L ¢ simétrica, podemos escrever

S
Q
Q
Q

a S, S S T )
G=L'gL=* " " " =[06 Clj’ a=la, |, S=[8, Sy, Sy
a, S, Sy S23 a S
a. Sy Sy Sy
a, S5 S, Sy
donde resulta
u u
X'GX=0 = a+2d"|v|+(u v w)S|v|=0.
w w

Porém, esta tltima equagdo deve ser equivalente a X 'g X =0, ie,a v’ +v +w’=1. Ora

isto soO sera possivel caso se tenha

a, 0 -a 0 0
a=0
= a=|a,|=|0], §S=| 0 —-a O
S=-al g
a 0 0 0 -«

para que
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X'Gx=0 = a[l—(u2+v2+w2)]=0.

Infere-se, portanto, que devera ser

a 0 0 0

G=L"gL e 00
= =a =

gL=as 0 -a 0

0 O 0 -«
Logo, vem sucessivamente
L'gl=ag = L'g=agl' = g'L'g=al’.
Como g ' = g, obtém-se ainda
L'=a'gl'g.

Admitamos, agora, que

L, L L) L M’ M° M°, M°
L, r, L, L, LMy My ML, MY
L=, 2 2 , | L= 2 2 2 2
LYy Ly L, L M-, M° M7, M7
L, U L, L, M3, M’ M, M’

Se se fizer entdo L°, = y, isto significa que
x=y=z=0 = ¢=yt.
Porém, se L', =y entio M°,=y/a pois L' =a'gL" g. Mas entio, como X =L"'X,
T=y=2=0 = t=L7.
a
Porém, pelo postulado P1, devera ter-se

—=y = a=1.
a

Assim, conclui-se que

L'=gl'lg = |g=L"gL|,QED.

A consequéncia deste exercicio € a seguinte: o grupo de Lorentz é constituido por

grupo de Lorentz | —> O(1,3)={LeMat(4,R)|LTgL=g}.
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Exercicio 27
2
Considere um bivector Fe AR". Em C/,; nem todos os bivectores sdo simples como em
C/,. Em geral, tem-se
4

2 /2 2 1,3
F =(F) +(F’) eROAR".
Um bivector simples ¢ aquele para o qual <F2>4 =0, i.e, F* eR. Existem trés tipos de

bivectores simples em C/,;: (i) os bivectores nulos, para os quais F? =0; (ii) os bivectores

hiperbolicos, para os quais F*> > 0; (iii) os bivectores elipticos, para os quais F*> < 0. Mostre
que ¢ sempre possivel decompor o bivector F na forma

F=F +F,, F >0, F/<0.

2
Sugestao: Faca F =1 emque 4,y eR.
¢p+yl

Resolucio

Facamos

b ¢ F-—Y 1F,

1 2

:¢+wl :¢+WI
Entao
2 ¢ ’ 2 ¢ ’ 22
i _(¢+w1j g _(¢+l//1j (Fry1) =97>0

2 "4 ’ 2 _ v ’ 2 _ v ’ 2 2
F, _[¢+V/Ij (IF) = [—¢+l/llj F’ = (¢+U/Ij (p+ywl) =—p> <0

o que mostra logo que F, ¢ hiperbolico e que F, ¢ eliptico.

Vejamos, agora, uma forma alternativa de calcular F, e F, . Facamos

F2=(¢+yl) =a+pL.

Nestas condig¢des, vem

F, :L(}/-Fa—ﬁl) = F’ =%+%w/a2+ﬂ2 >0

2y

F2=£(]/—a+ﬂl) = F =%—%«/a2+ﬁ2 <0

2y
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Exercicio 28

Carlos R. Paiva

Um aluno, que estd a fazer um exame escrito, afasta-se do professor com uma velocidade

normalizada S =v/c=0.8. Quando o aluno passa pelo professor recebe o enunciado. Assim

que o professor regista, no seu reldgio, que decorreu 1 hora desde o inicio faz sinal ao aluno

para terminar. O aluno acaba o seu exame assim que recebe esse sinal. Quanto tempo teve o

aluno para fazer o seu exame?

Resoluciao
At
ct
c At
t, =t +At
ct, ci,
=5 >
H X
cAt/2

Seja t, =1h a duragdo do exame do ponto de
vista do professor e 7, essa duragdo tal como

entendida pelo aluno. Nao se trata de um
problema de simples dilatacdo do tempo: ha
que ter em considera¢do o tempo que o sinal
electromagnético (o sinal de acabar) leva a
propagar-se desde o inicio (em ¢,) até chegar
ao aluno. O sinal electromagnético, se for
reflectido de volta para o professor (onde

chega em ¢, ), corresponde num diagrama de

Minkowski a rectas de inclinagdo a =45° pois correspondem a linhas x = x, £ct, tal como se

indica na figura anexa. Assim

At At At p
c—=Vvit+—| = |—=—"L
2 2 2 1-p8

5 =rhL = l_ﬂtl=7ﬂt_o
_ |58 - |, =kt
-5

Como f=0.8 é k=3 e, consequentemente, £, =3h.
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Exercicio 29

Os acontecimentos A e B no espago-tempo de Minkowski sdo caracterizados,

respectivamente, pelos vectores r, =3e,+e, e R” e r, =4e,+3e, € R’ em termos de um

referencial de inércia §. Em S, portanto, A ¢ anterior a B. Qual deve ser a velocidade

relativa (normalizada) S =v/c de um outro referencial de inércia S em relagdo a S, de

forma que os dois acontecimentos sejam simultaneos em S ?

Resolucio

cth ct,=cty=c

=

O conceito de simultaneidade,
em relatividade, é um conceito
relativo. Uma forma geométrica
apropriada de o constatar utiliza
os diagramas de Minkowski
(figura anexa, que ndo estd a
escala). Para que os dois
acontecimentos sejam
simultineos no referencial S ¢
necessario que a linha que os
une seja uma linha de
simultaneidade, i.e., que seja

paralela ao eixo Xx. Como o

angulo 0 =<«(e,.f,)=<x(e,.f,) entre os eixos x e X ¢&tal que tan@ = f3, infere-se que — no

caso numérico em analise — se tem

ct,—ct 1
=tanf=—L—4==—
p 2

Xp =Xy

Note-se que este problema s6 tem solugdo para

p<l = |t,-t, <l(xB—xA)
c

Os dois acontecimentos considerados sdo ambos do tipo tempo: sdo caracterizados por

vectores hiperbolicos uma vez que
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2 2.2 2 _ 2 2.2 2 _
r,=ct,—x,=8>0, ry=ct;—-x,=7>0.

No referencial S tem-se

5
L 7 - [
X, - 1 )\ x, -1

Vejamos em que circunstancias ¢ que a causalidade seria violada entre os dois

acontecimentos. Em geral, tem-se

At=t,—t - - —
= At:tB—tA:y(At—lexj.
Ax=x,-x, c

Definindo a velocidade

Ax u Ax
Uu=— = —=—
At ¢ cAt
vem entao
A7=y£1—“—fjm.
c

Desde que u <c e v<c, é sempre
uv

1-—>0
c

de forma que ndo ¢ possivel ter

violagdo da causalidade| — |AtAf <0].

J& se se admitir que u >c¢ entdo existe sempre um referencial S para o qual ¢ possivel

encontrar uma velocidade v < ¢ que permita uma violagdo da causalidade.

A partir do acontecimento «aqui e agoray, o «algures absoluto» (i.e., a zona exterior ao cone
de luz) ¢ constituida pelos acontecimentos do tipo espaco (i.e., descritos por vectores

elipticos). Porém, os acontecimentos do tipo espaco ndo podem estar ligados ao
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acontecimento «aqui e agora» através de uma linha de universo de uma particula material ja

que a velocidade desta ¢ necessariamente inferior a ¢ (ver préximo exercicio).

Exercicio 30

No ambio da 4lgebra geométrica C/,, um acontecimento ¢ descrito por um vector r e R".

Isto significa numa base B = { } de R*,setem e;=1c e =e;=e;=—1.S
gnifica que, nu se B={e,,e,e,, e, de R, setem e; =1 ¢ e, =e;, =€; =—1.Se

fizermos corresponder esta base ao referencial (de inércia) S, é entdo possivel escrever o

vector acontecimento, neste referencial, como segue

r=(ct)e’+7, F=x'e +x’e,+xe,.

[ Nota: Usando a convengdo da soma (de Einstein) tem-se r=x“e, =x"e, +x'e, sendo,

portanto, 7 = x'e,. |

Mostre que, se r(t) descrever a linha de universo de uma dada particula material, a

respectiva velocidade propria é dada pelo vector de R

u(t)=ue, =y(v+u), i=u'e

em que u=dr/dr (r é o tempo proprio da particula), v=ce, € ti=d7/dt representa a

velocidade relativa dessa particula em S. Considera-se que
1

y=y(t)=——==. u(t)=li(1)].

l—uz/c

Resolucao

Comecemos por notar que, sendo 7 o tempo proprio da particula (i.e., o tempo medido por
um reldgio hipotético que pertence ao referencial proprio instantdneo da particula onde esta se
encontra sempre em repouso), vem

r=(ct)e, +7(r)=(co)f,.

Estamos a considerar que o tal referencial proprio (instantaneo) ¢ descrito por uma base
B'={f,,f.f,,f,}. Note-se que este referencial proprio ndo tem de ser um referencial de
inércia: podemos admitir, se se preferir, que — em cada instante — existe um referencial de

inércia (imaginario) que coincide com o referencial proprio. Naturalmente que, também,

consideramos a chamada «hipotese dos reldgios»: o funcionamento do reldégio que mede o
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tempo proprio 7 nao ¢ afectado, por hipdtese, pela existéncia (eventual) de aceleragdo.

Nestas condic¢des, vem

dr dr dt dt dr ) dt ~
dr dtdr dr dt) dr

Ou seja: no referencial proprio é sempre u = cf; enquanto que, no referencial S, se tem

2
referencial S | — u=j—2(v+ﬁ), u2=[%j |:V2+(ﬁ)2:|.

Portanto, no referencial proprio da particula, ¢ sempre

referencial proprio| — u=cf,, u’=¢’

jé que, também para a base B'={f,f,,f,.f,}, deverd ter-se f; =1 ¢ f’ =1, =f; =—1.

Notando, entdo, que v’ =c* (pois v=ce,) e
(@) =di=d-i=-i| =—u?,

infere-se que deve ser necessariamente (pois u” ¢ um invariante de Lorentz)
dr) drY dt 1

02: e [V2+(ﬁ)2j| = 02: — (cz—uz) = —=——.
dr dr dr . 2

Este resultado mostra que, efectivamente, dt/d r =y . A escolha do sinal para a raiz quadrada
tem uma explicagdo simples: quando u =0 deve recuperar-se o resultado y =1. Portanto, em

conclusao, tem-se

= velocidade propria

da particula

yv

tal como se pretendia mostrar.

Em C/,; esta expressdo da velocidade propria da particula admite uma escrita mais simples.

Com efeito, vem sucessivamente
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i=uiiy=(pc)i,, (d4,) =-1

u=y(v+i)=y(ce,+Bci,)=y[1+B(iiye,) |(ce,)
u=y(1+4U,)v, U, =iie,.

Logo, notando que se tem

UG = (iiye, ) (idye, ) = — (i, ) (€ ) = _(i‘o)2 € =

infere-se que

u=(coshd +U,sinh)v=exp({U,)v|.

y =cosh{
p=tanh ¢

Definindo um rotor

R:exp(%Uoj, R =exp(—%U0J, RR=1

vem finalmente

u=RVR=R*V, Rv=vVR.

A operacao

R:R” >R”:visu=R(v)=RVR

constitui um boost. No caso geral, ndo tem de ser
(cey)(iie,)=—(iie))(ce,) = vU,=-U,v.
No caso geral, com efeito, sera

v=vU,U,= (vaU,)U, + (vAU,)U,

V|| \A

de forma que

v, U, =—UOV” = V”RIR v,

v U =Ujv, = Vv, R=Rv,

ll=R(V)=RVR=R(V”+VJ_)[3=R2VH+VJ_

{“|:R2V||
u =v,
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Exercicio 31

Com base nos resultados do exercicio anterior deduza a conhecida lei da composicao de

velocidades «colineares»

ﬂ — ﬂl +ﬁ2 .
1+, p,
Resoluciao

Vem sucessivamente

u =exp(4,U,)v, u,=exp(&,U,)u, =exp(SU,)v
exp(¢U,)v=exp(&,U,)exp(4,U ) v
exp({UO)=exp[(§1 +4’2)U0]

£=¢+¢,
u, =cf,
<
<
i i
oo
v=ce,| OO r— |u,=cg,
u

Note-se que estamos apenas a considerar velocidades «colineares» no sentido em que

velocidades «colineares» | — | U, =s,¢, = 5,1,

tal como se indica no esquema anexo. Refira-se que estamos a considerar que 5,5, sdo
. ~\2 ~ \2 . .
vectores unitarios: (5,)" =(5,) =-1. Assim, com efeito, tem-se

ﬁl:(ﬂlc)§1:”1§1a ﬁ2=(ﬂ2C)§2:u2§2’ ﬁ=(ﬂC)§1:u§l

O termo velocidades «colineares» tem a ver com o facto de se ter

i idlls, = i, =us5, i=us.
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Logo, obtém-se

_tanh{ +tanh{, B+,
l+tanh { tanh &, 1+ S,

p=tanh{ =tan (<, +¢,)

_ utu,
uu,

2
C

1+

Em particular, no caso limite em que u, =u, =c, vem ainda u =c¢ — em conformidade com o

segundo postulado de Einstein sobre a invariancia da velocidade da luz (no vacuo).

Note-se que, no caso geral, ¢

u=(fc)s=us — U =5e#U=5e,

i.e., existe um angulo 6= <):(§1,§ ) Neste caso a composi¢do de velocidades obedece a uma
lei de composi¢do muito mais complexa. Esta complexidade deriva do seguinte (que aqui
apenas enunciamos sem demonstragdo): o conjunto dos bhoosts nao constitui um grupo sob a

respectiva composi¢do. A chamada rotacio de Thomas e a consequente precessdao resultam

desta caracteristica.

Exercicio 32

Considere a base ortonormada de R que se designa por B, ={e,, e e, e, }. Nesta base
2 2 2 2 4 : 4 * 0 2 2 3
tem-se, portanto, e; =1 e e, =e; =e; =—1. Além disso a base dual serd B = «{e ,e,e,e } .

Assim, como a matriz da métrica é

I 0 0 O

0O -1 0 O
G:(gaﬂ):(ea.eﬂ): 0 0 =1 0 ?

0 0 0 -1

determine os tensores de Faraday F*/, F_ , F“ ¢ F /.

Resoluc¢ao

Atendendo a métrica, tem-se (convengao da soma)
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a=a%e =aqa e”

a a
a _ _aoff _ s
a =g aﬁ, aa—gaﬂa

a _ _aff _ p
e =g"e,, e,=g, e

em que

& ~()=0(z)

Nomeadamente, tem-se ¢’ =e,, ¢ =—¢,, ¢ =—e,, € =—e, ¢ ainda a’=q,, a' =—aqa,,
a’=—a,ea =—a,.

Comecemos por notar que, €.g., se tem
E=E"¢,+E’e,+E'e, = —(Exe1 +E e, +Eze3)
E=Ee0 =—(Exe10+Eye20+EZe3O)
EI=1E=FEe, +E e, +E. e,

de forma que

1 1
F=—E+IB F=-——(E.e,+Ee,+E.e,)+(Be,;+Be,+B.e,)
C C :
1 1
G=D+—IH G=-(D,e,+De,+D.e,)+—(He,+He,+H.e,)
C C

Para construir o tensor de Faraday hd que definir a fun¢do anti-simétrica F:R"™ — R'"

recorrendo ao seu bivector caracteristico. Assim,
F(a)=a_F

o que implica que

F(e,)= F(eo) =%(Exe1 +E e, +Eze3)

F(el)z—F(el)= E, e,+Be,—Be,
c

—F(e2)=%e0 —~B.e,+B.e,

F(e3):—F(e3): £ e,+B.e,—Be

C

M
—
(¢

)
~
Il

de modo que
F“ﬂ:e“-F(eﬂ), Faﬁ:ea-F(eﬁ), Faﬁ:ea-F(eﬂ), F“ﬁ:e‘”-F(eﬂ).

Daqui se tiram as formas matriciais do tensor de Faraday.
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X

0 -E/c —Ey/c -E.Jc

2y Ec 0 -B, B,
tensor anti-simétrico — F%/ =
E, / c B, 0 -B,
Ez /C _By Bx 0

0 Ejfc E/c E.Jc
“EJe 0 -B, B

y

~E Jc B 0 -B

z X

~E.Jlc -B, B, 0

v x

0y . . . .
tensor (J anti-simétrico ou forma-2 — F_, =

0 -E Jc -E, /c -E./c
Eo_ -E /c 0 B. —By
—Ey /c -B. 0 B,
1 —E. / c By -B, 0
tensores mistos -
[lj 0 EJ/c Ey/c E. /c
Fe Elc 0 B, -B,
?"|E,Je -B., 0 B,
E./]c B, -B, 0

A escrita tensorial correcta dos tensores propriamente ditos (e ndo apenas das suas
componentes) implica a notagdo

F,=F7e,®e,, F,=F, e"®e" F.=F e ®e, F,=F" e @

Com efeito, sendo ¥ =R"’ 0 nosso espago linear (ou vectorial) e " o respectivo espago dual
tal que (onde, portanto, ® ¢ uma forma-1)

V'={o|o:V >R},

S,V xV" >R, F,VxV-o>R, . VxV" >R, §F,:V'xV->R.

Por exemplo, a aplica¢do da forma-2 a dois vectores conduz a um nimero real:

{z:zaea N -SB(a,b):Faﬂalubvea(eﬂ)eﬂ(ev):Faﬂaﬂbv 5Z5Vﬂ:|:aﬂa“bﬁ eR.
= ea
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Exercicio 33

Explique de que forma se pode obter, em C/, ., o bivector de Faraday a partir do potencial

1,32

vector

A=l<I>eo+;leR1’3.
C

Designa-se por @ o potencial escalar e por 4 e R™ o potencial vector relativo. Mostre ainda

que, no vacuo, a condi¢do de Lorenz 0- A =0 conduz a equagao de onda

O’A=mn,J.

Resolucio

Em C/,, o operador de Dirac 0 escreve-se

a:eaia:leo+veRl’3’ V:eiii:e_i— i i

ox" ¢ ox'  'ox, ox ~0y "oz

Como o bivector de Faraday tem a forma
1 1

F=-E+IB=—E+BI =1Ee0 +(Be, ey =1Ee0 +Be,,,
C C C &

facilmente se verifica que

F=0AA|.

Com efeito, tem-se

ONA= le0£+V /\(geo+1?1j:—la—Aeo—l(V<I>)e0+V/\}i:ljg’eo+1§'e123
c Ot c c Ot c c
Fe-ve-24
ot

E:—(VAZI)em =VxA4

Por outro lado, a equagdo de Maxwell homogénea obtém-se de forma imediata

eq. de Maxwell homogénea| — |[OAF=0A0AA=0].

No vacuo, tem-se

= > G--_LF
€ un

pelo que, da equagdo de Maxwell ndo homogénea, vem

0.G=J = 0.F=nJ.

Mas entao
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0a(0nA)=nd = (0-0)A-0(0-A)=n,Jd.

Logo, impondo o gauge de Lorenz

condigdo de Lorenz| — |0-A=0

obtém-se efectivamente

O’A=n,J|.

Note-se que a condi¢cdo de Lorenz (e ndo Lorentz!) conduz a

0-A=0 = |=—+V-A=0| <« |gauge de Lorenz|.

A equacdo de onda admite, por sua vez, uma separacdo em duas equacdes distintas como

segue
2
122 v
) c” Ot &
OA=nJd =
10°4 _,-~
c_zatZ_VAzﬂOJ

Sublinhe-se que o dalembertiano 6° é tal que

2
#o00( 120} (L2esv)- L 2w
C C C

uma vez que

2 2 2
V-V= eli+e2i+e3i : e1i+e2i+e3i _[ L LA R V23
ox oy oz ox oy o0z

Exercicio 34

Interprete as componentes «temporal» e «espacial» da for¢a de Lorentz em CV ;:

f:mll:q(Fl_u).

Resoluc¢ao

Estd-se a considerar uma particula de massa (propria) m e carga eléctrica ¢ imersa num

campo electromagnético descrito pelo bivector de Faraday F. A velocidade propria da
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particula ¢ u=cf, = ;/(V+L7 ) onde v=ce, ¢ a velocidade propria de um observador no

«laboratorio». Notando que E = E e, = E A e, ¢ o bivector (relativo) do campo eléctrico e que

B=Be,= B Ae, € o bivector (relativo) do campo magnético, o bivector de Faraday escreve-

SC

1 [
F=—E+IB=—FEe, +Be,,,
C C

onde E¢é um bivector hiperbolico (i.e., E*>0) e IB=BI ¢ um bivector eliptico (i.e.,
(I B)2 =I’B> =—B’ <0). Como sempre, tem-se
2
I=e,,; =¢pe,; = I = (eoem) = _eéefzs =-1.
Note-se que, ao contrario de C/;,em C/, €

e1223 = (e1e23)(e1ez3) = efe; = (_1)(_1) =1.

Analisemos, entdo, a contraccao a direita

FLu :(lEeO +EemJ|_[7/(ce0 +ii) ] :y[(Eeo)Le0]+%[(ﬁeo)Lﬁ}ﬂ/[(éem)uﬂ

c

onde se teve em consideracio que
(Bem) Le,=0.

Apesar de R*™ ser diferente, enquanto espago quadratico, do subespago R’ =R>*’ = C/,,

podemos considerar a soma ortogonal
R =R" L R” cC/ ;.

Neste sentido podemos escrever que
(Eem) Lu = —[ﬁ_n (E emﬂ —iixB.

A tnica diferenga ¢ que, agora, devemos considerar

x B

\J

e
u :(uzB3 —u3Bz)e1 +(u33' —ulB3)e2 +(ule —uzBl)e3

Por outro lado, tem-se
(EeO)LeO =(Ee0)e0 =Ee)=E
e ainda

(Eeo)l_ﬁ=—[ﬁ4(f?/\eo)}=—[(

N
oy
N—
)
(=}
|
—~~
<)
o
(=)
N
et}
L1
Il
|
—_
=)
o
N—
)
[=)



Ligao de Sintese: Exercicios Resolvidos

Ou seja

F|_u=—%(ﬁ-E)e0+7/(E+ﬁxl§) .

61

Vejamos, agora, a forca propria f. Comecemos por notar que o momento linear proprio da

particula ¢

., € -
p=mu=ym(ce, +u):?e0+p:mcfo = p=m’c’f =m’c

em que se tem

E=ymc’=y ¢, p=ymi.

Dinamica relativista de uma particula

C=y¢ =¢ +K

Note-se que €& ,=mc’® ¢é a
«energia intrinseca» ou energia
em repouso da particula. O
teorema da inércia da energia

estabelece, entdo, que

2
(geo +13j =m’c’
c

A energia cinética K ¢é pois,

como se indica na figura anexa,

dada por K =¢—-¢ . Note-se que ( ]3)2 = —| ﬁ|2 =-p°. A velocidade relativa u da particula

(tal como registada pelo observador do laboratério) ¢ dada por

de

u=|ﬁ|=dp.

Logo, do teorema da inércia da energia, obtém-se

2
& =cp+eE = 2@ﬁ=202p = u:d_z%

¢
dp dp

de forma que
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u cp .
=—=—=58In = =
B P ¢ 4 T

Portanto, a forca propria que actua sobre a particula sera

_dp_dpdr_ dp_ [ld_@e j F_db

= = X = + —
dr ardr Tar Nearset ) Iy,

sendo f a forga relativa. Como p =mu, infere-se ainda que

. . du
f=mu, u=—1:
dr

Como u=y(ce,+1), resulta daqui que

Ora, atendendo a que

wv=uu=¢> = uu+u-u=0 = |u-u=0

infere-se entdo que

fu=0| = |fa=—"—]|.

A conclusdo deste exercicio ¢ agora evidente.

=7 1980 7=tk cw) s -L(a-B)e, s a(F 405

de¢ q(-. =
a T E)
fzq(E+ﬁx§)

-

Carlos R. Paiva

Note-se que a equacao f :q(E+ﬁx§) ¢ apenas a expressao sobejamente conhecida da

forca de Lorentz em trés dimensdes. Quanto a equagao

d¢ _ q(. =
a0 ")

ela nada traz de novo. Com efeito,
f=q(E+ixB) = jii=q(E-q).

Mas, como se viu anteriormente,
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Esta equacdo ¢ sempre valida para uma forca pura, i.e., para uma for¢a em que a massa
propria da particula ndo varie ao longo do tempo (como, e.g., numa explosdo). Para uma forga
que nao seja pura teria de se escrever

dm

f=—(mu)=mu+mu, m=—.
dr

dr
Logo, para uma for¢a que ndo fosse pura (impura?), viria
. . dm
fru=m(u-u)+m(u-u)=c’—.
N dr
0
Porém, para uma for¢a exclusivamente electromagnética, ¢ d m/d t =0 e, consequentemente,
f-u=0 ouainda

- . de¢

fru=——m.

dt

Nota final: O bivector F exprime a intensidade do campo electromagnético. Essa intensidade
traduz-se na forca de Lorentz, i.e., na accdo do campo electromagnético sobre uma particula
carregada (ou até sobre uma distribuicdo «continua» de carga eléctrica). Uma carga «pontual»

g sofre a ac¢do do campo eléctrico mesmo quando parada (como em electrostatica); em

movimento o campo magnético passa a actuar sobre a particula, juntando-se ao campo
eléctrico, por intermédio da velocidade relativa desta. Somos levados a concluir que o campo
magnético s6 se manifesta quando existem cargas eléctricas em movimento: o campo
magnético ¢ um campo eléctrico mais o movimento relativo. Isto sugere que, na
magnetostatica (em que existe um campo magnético, e.g., produzido por um iman estatico) o
campo magnético deve ser, de alguma forma, o resultado do movimento interno das cargas
eléctricas que constituem o material: o iman, no exemplo considerado), traduzindo-se esse
movimento em correntes de fuga (eddy currents). O campo magnético do nosso planeta é uma
consequéncia do seu movimento de rotacdo. Do ponto de vista epsitemoldgico, portanto, as
equacdes de Maxwell sdo o inverso da for¢a de Lorentz: ao contrario da for¢a de Lorentz, que
nos diz como o campo electromagnético actua sobre as cargas eléctricas, as equacdes de
Maxwell dizem-nos que tipo de campo electromagnético resulta das fontes que o produzem —

as cargas eléctricas e as correntes eléctricas. Note-se, finalmente, que a carga ¢ que figura na

forca de Lorentz ¢ aquilo que, em electrodindmica classica, se designa por «carga de teste»: a
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carga sofre a ac¢ao do campo exterior, onde esta imersa, € essa accao tem um comportamento
linear — no sentido em que ndo se considera a eventual interac¢do desse campo pré-instalado

exterior com o campo que (também) a carga devera produzir.

Exercicio 35
Sugira um método experimental para a medicao do coeficiente de dilatacdo do tempo com

base no efeito Doppler. Admita que a aceleragdo ndo afecta o funcionamento dos relogios.

Resolucao

No efeito Doppler a frequéncia @, do receptor estd relacionada com a frequéncia @, do

emissor através da expressdo geral

a)}"

=y(1-Bcosb)

()

e

em que, como de costume, se considera que S =v/c. Esta-se a admitir que a velocidade

relativa entre o emissor € o receptor € v e que existe um angulo @ entre a direc¢cdo do fotao
emitido e a direc¢do da velocidade relativa. O efeito Doppler longitudinal corresponde a

0 =0 enquanto que o efeito Doppler transversal corresponde a 6 =7/2. No caso do efeito

Doppler longitudinal, portanto, tem-se

9 _q_py= [1=F£
a)e_}/(1 ﬁ)_ 1+,B'

Assim, quando existe um afastamento entre o emissor e o receptor, ¢ >0 e, portanto,

o, < @, (redshift: desvio para o vermelho). Porém, quando se verifica uma aproximagao entre
o emissor € o receptor, ¢ <0 pelo que @, > w, (blueshift: desvio para o azul). A expansdo

do universo implica, deste modo, um desvio para o vermelho no espectro da radiagdo
electromagnética recebida das estrelas.

No efeito Doppler transversal, por outro lado, ¢ 6 = 7/2 o que implica que

efeito Doppler W 1
- |FL=y=—.

transversal o, 4 [1-p?

Logo, neste caso, ¢ possivel medir experimentalmente o coeficiente y (o coeficiente de

dilatagdo do tempo) a partir de uma medigéo de o, /@, .
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Suponhamos que o receptor efectua um movimento de translagdo a volta do emissor,
percorrendo uma trajectoria circular, de raio @, com uma velocidade angular €2 constante. Se
se admitir que os relogios ndo sdo afectados pela aceleracao, temos entdo uma situacdo em

que o efeito Doppler ¢ puramente transversal pelo que, como se viu, ¥ =®,/w,. Mais

precisamente, tem-se entao

A confirmagdo experimental desta formula €, deste modo, uma verificacdo (indirecta) da

dilatacdo do tempo.

Exercicio 36
Uma fonte emissora de luz ¢ observada, por dois observadores em movimento relativo, sob

diferentes angulos. Discuta este efeito (conhecido por aberracao).

Resolucio
A constante de propagagao de um fotdo ¢ um vector nulo. Isto significa que podemos escrever

a tangente  trajectéria de um fotdo na forma de um vector nulo ne R, i.e., com n* =0.

Vem entdo sucessivamente:

S =€ —a,e,

§2 :_ﬂlfl _ﬂzfz _ﬂ3f3
1-(eg’ +a ) =1-(B2+ 8 + B ) =0

f :7/(eo+ﬂe1)

n=e,+s =f+s, — {

e, f=yp
fl:y(el—'—lBeO) eolfl:_j/
f —e I 71
e e,-f =0
f,=e,

pi=nf =e f-a/(e f)-alef)
p,=n-f,=n-e,=q,
pi=n-f,=n-e, =0

a,=n-e, =cosf

a,=n-e, =sinf
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Bi=yB+ya =y(B+cos)
5, ==y (B +cosO)f, —sinOf, =—cos@ f, —sin @ f,

tanﬁzn'ez, tangzn'g: sin¢
n-e n-f  y(B+cosd)
1 7 (B+cost)

cosf =

J1+tan>@ _\/72(,B+cos¢9)2+1—c0829

=1+ - cos§ = LT8O |
1+ fcosf

O fotdo que, no referemcial S, ¢ observado sob um angulo @ ¢ entdo observado, em S, sob
um angulo & que se relaciona com @ pela expressdao da aberragdo que se acaba de deduzir.

Naturalmente que, quando =0, se recupera o caso 6 =@ . Porém, quando S — 1, verifica-

seque 8 > 0.

Note-se que, para valores pequenos de /3, se pode utilizar a aproximagao

p+cos@ B
11 Boosd ~(B+cos)(1-Bcosb)

=B - cos@+cosf—Bcos’ O~ fB+cosd— Bcos’ O
=cos@+ fsin’ 6.

cosd =

Assim, definindo ¢ =6 -6 e tendo em conta esta aproximagio, vem

R
cosf =1—— B 1 B lf—/%zze_ _ _
2 2 .
. > cosf-cos0x—(0°-0")=—(0+0)(0-0)= (0-0)sin0

cosf@~1——
) ¢

psin@~ Bsin°0 = |P~pBsind|.

Exercicio 37

Definindo o operador momento-energia T: R ->R"” :ar>b=T (a) tal que

1
T(a):_2,u (FaF)= 2
0 0

L (FaF)

interprete o significado fisico do vector T(e,).
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Resolucao
Atendendo a que se tem

F=1E+IB:lEe0+l§em
C C

infere-se que (recorda-se aqui que, em C/,,, é e;,, =1)

T(eo):——(FeOF)——L(lE+Eemeoj( Ee +Be123j
Hy Hy \ €
—— L L(B) +(B) | e+~ (EB-BE) e,
2, c
& I |52 1 /= =
= E —I|B -——\EAB
(Sl B e (EnB)es
ou ainda
A 1
T( ) Ce, ;
onde se fez

. . LA =12 1 5
densidade volumica de energia € = % | E | + 2—| B|

1/~ =

vector de Poynting S = ——(E /\B)em = L(EXE’).

Hy Ho

67

Enquanto que & representa a densidade volumica de energia electromagnética, S € o vector

de Poynting. Note-se que

- — - ~ 1 =
densidade volumica de momento linear | —| g =— S
c
¢ a densidade volumica de momento linear e
- . 1 =
| densidade de fluxo de momento linear | > =—S
c

¢ a densidade de fluxo de momento linear. Em unidades SI (que sdo sempre as unidades

utilizadas) vem

[é]=]m"3, [S] Wm?=Jm7’s".
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Exercicio 38
Considere dois observadores: Antonio e Beatriz. Antdnio parte do local em que se encontrava

junto a Beatriz com uma velocidade constante v = ¢ . Ap6s decorrido algum tempo, Antdnio

inverte subitamente o sentido do seu movimento e volta a encontrar-se com Beatriz,

aproximando-se desta novamente com uma velocidade constante v = f¢. Suponhamos que,

tanto Antonio como Beatriz, enviam um ao outro sinais electromagnéticos (uniformemente

espagos no respectivo tempo proprio). Seja f a frequéncia dessa emissao (i.e., o0 nimero de
sinais que cada um deles emite na unidade de tempo proprio). O tempo total que dura a
viagem, do ponto de vista de Beatriz, ¢ T=2L/v (em que L ¢ a maxima distancia de
afastamento de Anténio durante a viagem deste). Usando o efeito Doppler mostre que, do

ponto de vista de Antoénio, o tempo que dura a sua viagem € T :2L/(7v), ie, T,=T/y

com y =1 / 1= . Verifique ainda que, ao contrario do que uma interpretacdo errada da

reciprocidade poderia sugerir, ambos os observadores estao de acordo com esta diferenca.

Resolucao

L=vT/2

No referencial S onde se encontra o observador B (Beatriz), a linha de universo de B

corresponde a (Ja/ F g) enquanto que a linha de universo de A (Anténio) é (J/ g %) .0

tempo total que dura a viagem, tal como medido por B,é T =2L/v.
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Comecemos por descrever a viagem do ponto de vista do observador B . A viagem de 4 até
uma distancia L durou ao todo um tempo 7 =2L/v . Vejamos, entdo, qual o tempo que durou

a viagem para o viajante 4 do ponto de vista de B. Como a viagem durou um tempo total 7',

o observador B enviou para 4 um total de

sinais. O observador B detecta a inversdo de marcha do viajante 4 ao fim do tempo ¢, tal

que
t, :£+£:£(1+B).
1% C 1%

Assim, o nimero total de sinais recebidos por B nesta viagem de ida ¢ f ¢, em que, pelo

efeito Doppler relativista ja anteriormente discutido, vem

_ . |1-B
h=1 1+
Logo, vem

it fL([3 BfL/

Porém, o tempo que dura a viagem de volta ¢é ¢, tal que

=TSt (1p).

\% C \%

Deste modo o numero total de sinais recebidos por B durante a viagem de volta ¢ f,¢, em

que, neste caso,

1+p

L=

pelo que
i fL(1 B) 1+B fL {—

Portanto o nimero total de sinais recebidos pr B sera

S 2fL\/— 2fL
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O observador B conclui, assim, que a viagem de A4 tera durado, para o observador 4, um

tempo total

p N _fttht 2L
f f YV

Vejamos, de seguida, a interpretagdo de A . Para ele a viagem tera durado um tempo total
2L
a2

1,

0

Neste tempo ele terd enviado para B um total de

N = 1y = 2R o
'YV

sinais — um numero que esta de acordo com o total de sinais N ") que B recebeu. Para 4 a
inversao do movimento tera ocorrido ao fim do tempo
- L
L=—.
YV

Durante este tempo ele tera recebido um niimero de sinais dado por

— fL fl—B_fL B
flt]_yv 1+B_ % (1 B)

O tempo da viagem de volta ¢

— L
L =—

_yv

e o numero total de sinais recebidos neste lapso de tempo foi de

=t = lr B,

Assim, o nimero total de sinais recebidos por A tera sido

:ZfL:N(e)

N =+ £5

em conformidade, portanto, com o ntimero de sinais N ) enviados por B. O viajante A4 sera
levado a concluir que, para o observador B, terd decorrido o tempo total
NS fR+fih 2L

f f v

T =
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Quando os observadores se voltam a encontar estdo, portanto, ambos de acordo que decorreu
um tempo total 7 para B e um tempo total T, =T/y<T para 4. Nao ha pois lugar a
qualquer paradoxo. A dilatacdo do tempo ¢ um efeito reciproco, mas A4 passa por dois

referenciais distintos durante a sua viagem criando uma assimetria que se reflecte na diferenga

de tempos realmente vividos por cada um.
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